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Resumo

Este estudo aborda a dindmica do movimento de subida e descida de aeronaves sob a hipdtese de
aceleracdo constante, considerando a relagdo entre cinematica ¢ balanco de forcas no eixo vertical do
voo. O objetivo foi estruturar um entendimento consistente sobre a aplicacdo dessa hipdtese na
interpretagdo de regimes quase estaciondrios e transitorios, conectando a modelagem cinematica as
exigéncias dindmicas associadas a0 movimento aerondutico. A metodologia consistiu em uma analise
teorica e aplicada, na qual a aeronave foi modelada como particula material em movimento
unidimensional vertical, empregando equacdes do Movimento Retilineo Uniformemente Variado e a 2*
Lei de Newton, com validagao por meio de dados reais de trajetoria obtidos da plataforma OpenSky. Os
resultados indicaram elevada aderéncia do modelo cinematico aos dados observados (R?* = 0,993) e
mostraram que pequenas aceleracdes verticais sdo suficientes para produzir variagcdes perceptiveis de
altitude, mantendo o sistema proximo do equilibrio de forcas. Conclui-se que a hipdtese de aceleracao
constante por trechos constitui uma aproximacao eficaz para interpretar a dindmica vertical em voo,
permitindo distinguir, de forma quantitativa, comportamentos quase estacionarios € transitorios e

contribuindo para andlises conceituais em dindmica aplicada a engenharia aeronautica.
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Abstract
This study addresses the dynamics of aircraft ascent and descent under the assumption of constant

acceleration, considering the relationship between kinematics and the balance of forces on the vertical
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axis of flight. The objective was to structure a consistent understanding of the application of this
assumption in the interpretation of quasi-stationary and transient regimes, connecting kinematic
modeling to the dynamic requirements associated with aeronautical motion. The methodology consisted
of a theoretical and applied analysis, in which the aircraft was modeled as a material particle in one-
dimensional vertical motion, employing equations of Uniformly Accelerated Rectilinear Motion and
Newton's 2nd Law, with validation using real trajectory data obtained from the OpenSky platform. The
results indicated a high adherence of the kinematic model to the observed data (R* = 0.993) and showed
that small vertical accelerations are sufficient to produce perceptible variations in altitude, keeping the
system close to force equilibrium. It is concluded that the hypothesis of constant acceleration over
segments constitutes an effective approximation for interpreting vertical dynamics in flight, allowing for
the quantitative distinction between quasi-stationary and transient behaviors and contributing to

conceptual analyses in dynamics applied to aeronautical engineering.

Keywords

Flight dynamics; Constant acceleration; Vertical motion of aircraft.

1 — Introducao

A dinamica do movimento de subida e descida de aeronaves sob aceleragdao constante pode ser
compreendida como um recorte idealizado do movimento vertical (ou da componente vertical da
trajetoria) em que a aceleragdo ¢ tratada como aproximadamente uniforme em um intervalo curto de
tempo.

Essa simplificacdo ¢ util porque permite relacionar diretamente cinematica (posigdo, velocidade
e aceleracdo) com grandezas de desempenho de voo, como variagao de altitude, razdo de subida/descida
e margens operacionais, além de servir como base para validagao inicial de modelos mais completos que
consideram aceleracdo variavel, efeitos aerodindmicos ndo lineares e perturbagdes atmosféricas (ETKIN;
REID, 1996).

Do ponto de vista da engenharia, estudar esse movimento € importante porque a subida e a descida
concentram decisdes criticas de energia e segurancga: gestao de poténcia/empuxo, limites estruturais (fator
de carga), desempenho em condi¢des de densidade do ar variavel e previsibilidade de perfis de trajetoria.

Mesmo quando a aceleragdo vertical real ndo € estritamente constante, aproxima-la como tal em
trechos (por exemplo, durante transicoes controladas, ajustes de velocidade vertical ou fases curtas de
manobra) facilita o dimensionamento preliminar, a analise de requisitos e a comunicacdo técnica entre
equipes de projeto, operagdo e certificacdio (ANDERSON, 2017).
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A relagdo do tema com a disciplina de Estatica e Dinamica ¢ direta: em Estatica, o interesse recai
sobre o equilibrio de forcas quando a aceleragdo ¢ nula; ja em Dinamica, aplica-se a 2* lei de Newton
para ligar a resultante das forgas ao produto massa—aceleragao, o que ¢ indispensavel para descrever a
evolucdo temporal do movimento vertical. Assim, a subida/descida sob aceleragdao constante funciona
como ponte conceitual entre a analise de equilibrio (por exemplo, voo retilineo nivelado como caso
limite) e a analise de movimento acelerado, que aparece em manobras, transigdes e regimes nao
estacionarios do voo (HIBBELER, 2016).

Modelando o problema, considera-se a aeronave como particula (ou corpo rigido com trajetoria
prescrita) e adota-se um eixo vertical (inercial ou local) para aplicar as equagdes cinematicas usuais de
aceleracdo constante, conectando-as ao balango de forcas na diregao vertical.

Nesse enquadramento, a resultante vertical envolve peso, sustentagdo e eventuais componentes
do empuxo, e a aceleragdo vertical passa a traduzir “quanto” o sistema propulsivo ¢ aerodinamico
consegue alterar o estado de movimento em relagdo ao caso quase estacionario.

Esse tipo de formulag¢do é coerente com modelos classicos de dinamica de voo, que separam a
descri¢do cinematica da trajetéria da modelagem das for¢as e momentos, evoluindo depois para
representacdes mais completas (STEVENS; LEWIS, 2003).

A escolha do tema se justifica porque ele aparece com frequéncia em atividades de engenharia:
estimativas iniciais de envelopes de desempenho, construcao de perfis de missdo, analise de conforto
(variacdo de velocidade vertical) e desenvolvimento/validagdo de leis de controle para manter ou ajustar
a trajetoria vertical.

Em especial, ao discutir aceleracdo constante, evidencia-se a diferen¢a entre “manter uma razao
de subida” (regime quase estacionario) e “modificar a razao de subida” (regime acelerado), distin¢ao que
¢ central para compreender limitagdes fisicas e escolhas de projeto em estabilidade e controle (NELSON,
1998).

Dessa forma, se levantou o seguinte problema de pesquisa: Como ¢é possivel interpretar a
dinamica de subida e descida de aeronaves sob a hipotese de aceleracdo constante, e quais sao os limites,
aplicacdes e implicagdes dessa aproximacgao para analises de desempenho, estabilidade e controle em
engenharia aerondutica?

Portanto o objetivo da pesquisa foi estruturar um entendimento consistente sobre o uso da
hipdtese de aceleragao constante na descrigdo do movimento de subida e descida de aeronaves,
articulando a modelagem cinematica do movimento com o balanco de for¢as associado e com a distingao
entre regimes quase estacionarios e transitorios, de modo a sustentar interpretagcdes coerentes no ambito
da Dindmica aplicada ao voo.
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2 - Fundamentacio Tedrica

2.1 - Fundamentos de Cinética e Cinematica do Movimento Retilineo Uniformemente Variado

(MRUYV)

A cinematica do Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV) trata da descrigao
quantitativa do movimento ao longo de uma linha reta quando a aceleragdo permanece constante no
tempo, distinguindo-se da cinética, que busca relacionar as causas do movimento (forgas) as variagdes
de velocidade. Nesse enquadramento, a grandeza posicao (ou coordenada) localiza o mével em relagao
a um referencial e a uma origem escolhida, e sua evolugao temporal permite definir velocidade como a
taxa de variagdo da posicdo, enquanto a aceleragdo expressa a taxa de variagdo da velocidade; essas
defini¢cdes, embora elementares, tém forte contetdo fisico por vincularem medidas (deslocamentos e
intervalos de tempo) a modelos que predizem trajetorias e velocidades futuras (HALLIDAY; RESNICK;
WALKER, 2016).

No MRUYV, a hipotese central ¢ a de aceleragdo constante (modulo e direcdo invariaveis ao longo
do intervalo analisado), o que ¢ uma idealizagdo valida quando as forgas resultantes sao
aproximadamente constantes ou quando as variagdes sao pequenas o suficiente para serem desprezadas.
Em problemas de movimento vertical proximos a superficie da Terra, por exemplo, a aceleragdao pode
ser aproximada por uma constante igual ao valor local de g, desde que se desprezem efeitos como a
resisténcia do ar e a variagdo de g com a altitude; com isso, 0 movimento torna-se um caso particular de
MRUYV, permitindo previsdes diretas de tempos de subida, alturas maximas e velocidades em instantes
especificos (TIPLER; MOSCA, 2009).

A partir das defini¢des diferenciais v = dx/dt e a = dv/dt, e impondo-se a = constante, obtém-se
as equacoes usuais do MRUV: v(t) = vo + at e x(t) = xo + vot + 1/2at?>. Essas expressdoes mostram,
fisicamente, que a velocidade varia linearmente com o tempo e que a posicdo varia de forma quadratica,
refletindo a acumulagdo progressiva de incrementos de velocidade; em termos de interpretacdo, o termo
vot corresponde ao avango “inercial” que ocorreria sem aceleragdo, enquanto 1/2at? representa o efeito
cumulativo do agente acelerador ao longo do intervalo (SERWAY; JEWETT, 2014).

Uma relacao particularmente 1til elimina o tempo e conecta diretamente velocidade e posi¢ao: v?
= vo? + 2a(x — x0). Do ponto de vista fisico, ela expressa um balango cinematico entre a variagdo do
“nivel de velocidade” e o deslocamento sob aceleracdo constante, sendo valiosa quando se conhece a
distancia percorrida em um trecho (por exemplo, o comprimento de uma rampa) e se deseja inferir a
velocidade ao final do percurso ou a necessidade de uma aceleracdo minima para atingir certo regime.
Essa equagdo também evidencia que sinais e convengdes do eixo escolhido (positivo/negativo) ndo sdo
detalhes formais: eles determinam se o termo 2aAx aumenta ou reduz v, correspondendo a trechos de
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ganho ou perda de velocidade (YOUNG; FREEDMAN, 2016). A Figura 1 ilustra o comportamento tipico
da posi¢do em fun¢do do tempo no MRUV, evidenciando a trajetoria parabdlica resultante da atuagdo de

uma aceleracao constante ao longo do movimento (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016).

GRAFICOS DE POSICAO VERSUS TEMPO
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Figura 1 - Velocidade constante, aceleragdo constante e aceleragdo crescente em um
grafico de posicdo versus tempo, Fonte: Oates (2024).

A leitura grafica do MRUYV reforca a ligagdo entre cinematica e significado fisico: no grafico v x
t, a inclinag¢do € a aceleracdo e a area sob a curva fornece o deslocamento; ja no grafico a x t, a area
representa a variacdo de velocidade. Essa interpretacdo geométrica € um suporte importante para modelar
segmentos de subida e descida como “trechos” com aceleragdo aproximadamente constante, pois permite
decompor o movimento em intervalos em que a aceleragdao pode ser tratada como constante e, assim,
integrar de modo simples as contribui¢des de cada trecho para o deslocamento e o tempo total de percurso
(HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016).

No caso do movimento vertical (eixo y), as grandezas assumem interpretagdo direta em termos
de altura, velocidade vertical e tempo, com as equacdes vy(t) = vyo — gt e y(t) = yo + vyot — Y2(gt?)
quando se escolhe o sentido positivo para cima. Assim, um trecho de subida corresponde, tipicamente, a
vy > 0, com acelera¢do negativa (reduzindo a velocidade até zerar no 4pice), enquanto a descida ocorre
quando vy < 0 e a aceleragdo mantém o mesmo sentido (aumentando o modulo da velocidade). A
condic¢do vy = 0 define a altura méxima e permite obter diretamente o tempo até o topo e a altura atingida,
evidenciando como o MRUV funciona como base para modelar, com consisténcia, a alternancia entre

regimes de desacelerag¢do na subida e aceleracdo na descida (TIPLER; MOSCA, 2009).
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A conexdo com a cinética aparece quando se justifica a aceleracdo constante por meio das leis do

movimento: se a for¢a resultante ao longo do eixo é constante, entdo a aceleragao € constante, pois ) F =

ma. Em movimento vertical idealizado, a for¢a peso mg ¢ aproximadamente constante perto da superficie

da Terra e, ao desprezar forcas dissipativas, o modelo explica por que a aceleracdo mantém valor

praticamente constante e direcionado para baixo durante toda a subida e descida. Desse modo, cinematica

e cinética se complementam: a primeira fornece as equagdes de evolucdo temporal, enquanto a segunda

fundamenta as hipdteses (for¢as aproximadamente constantes) que tornam o MRUYV uma aproximacgao

valida para trechos curtos de subida/descida e para diversos problemas de engenharia e fisica aplicada

(SERWAY; JEWETT, 2014).

2.2 - Leis de Newton e Modelagem de Forcas no Eixo Vertical em Voo

A formulagdo das Leis de Newton fornece a base conceitual para representar o movimento de
uma aeronave como resultado do balango entre forcas externas, com especial atengdo ao eixo vertical em
voo. Na modelagem newtoniana, assume-se que a variagdo do estado de movimento do centro de massa
¢ governada pela resultante das forcas aplicadas, o que permite conectar diretamente grandezas
aerodinamicas e propulsivas a aceleragdo vertical observada durante subida, nivelado ou descida
(HIBBELER, 2016). Nesse enquadramento, a 1? lei € util para delimitar o caso particular de aceleracao
nula (equilibrio dindmico), enquanto a 2* lei organiza o calculo em termos de somatorio de forgas e
componentes, tornando a analise compativel com procedimentos de engenharia e com a estrutura de
equacdes de movimento utilizadas em desempenho e estabilidade (MERIAM; KRAIGE, 2012).

Ao aplicar a 2 lei de Newton ao movimento vertical, adota-se um eixo vertical (por exemplo, z)
e escreve-se, para o centro de massa, a relacdo ) Fz = maz, onde az representa a aceleracao vertical no
referencial escolhido. Em voo, essa aceleracdo pode ser interpretada tanto como variacdo de componente
vertical da velocidade quanto como resultado de manobras (p. ex., transientes de arfagem) que reorientam
a sustentacdo e alteram a projecdo vertical das forcas. Essa forma de escrever o problema ¢
particularmente valiosa porque separa o “o que o avido estd fazendo” (cinemadtica) do “por que esta
fazendo” (dindmica), favorecendo a identificagdo de quais termos dominam em diferentes regimes de
operagdao (STEVENS; LEWIS, 2003).

A decomposi¢do de forcas no eixo vertical geralmente envolve, no minimo, peso, sustentacao e
componentes do empuxo (além de contribui¢des aerodinamicas adicionais, como o arrasto projetado ou
forcas devido a angulos de trajetoria). O peso atua aproximadamente na direcao do centro da Terra, com
magnitude W = mg, enquanto a sustentacdo ¢ definida como a componente da forca aerodinamica
perpendicular ao escoamento relativo e sua projecdo no eixo vertical depende do angulo de trajetoria e
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da atitude. Ja o empuxo, embora frequentemente associado ao eixo longitudinal do corpo, pode contribuir
verticalmente quando a linha de acdo do motor ndo é horizontal ou quando a aeronave estd com
atitude/trajectoria que produz projecdes relevantes, aspecto importante em analises de subida e manobra
(ANDERSON, 2017). Essa decomposi¢ao, feita por projecdes trigonométricas consistentes, evita
“misturar” diregdes fisicas distintas e ajuda a manter coeréncia dimensional e interpretativa do modelo
(MERIAM; KRAIGE, 2012).

A Figura 2 ilustra a relagdo entre os eixos de referéncia e os angulos de atitude e trajetoria
empregados na mecanica do voo, evidenciando como a orientagdo do sistema de coordenadas condiciona

a projecao das forgas no eixo vertical.

Figura 2 - Eixos de referéncia e os angulos de atitude e trajetoria empregados na mecanica do voo,
Fonte: Smith (2023).

Com essa representacdo, torna-se claro que a sustentagdo e o empuxo podem assumir

componentes verticais distintas conforme variam a, 0 e y, o que altera diretamente o balanco ) Fz = maz
e, portanto, a distin¢do entre voo em equilibrio (aceleragdo nula) e regime acelerado.

A distingdo entre equilibrio (aceleragdo nula) e regime acelerado € central para ndo confundir voo
nivelado com auséncia de forgas. Em equilibrio dindmico vertical, a acelera¢dao no eixo vertical € nula,
mas isso implica apenas que a resultante vertical € zero: tipicamente, a sustentacao (e outras componentes
relevantes) equilibram o peso e eventuais projecdes do empuxo. Em contraste, no regime acelerado
(subida com aumento de razao de subida, “pull-up”, ou transientes), a soma das forgas verticais torna-se
diferente de zero, produzindo aceleragdo mensuravel e, frequentemente, fatores de carga distintos de 1

g, 0 que altera tanto o estado de movimento quanto as exigéncias estruturais e de controle da aeronave
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(ETKIN; REID, 1996). Assim, o “equilibrio” em voo ¢ uma condi¢do de resultante nula, ndo a
inexisténcia de forcas atuando (HIBBELER, 2016).

A escolha do referencial de analise (inercial versus local) afeta a forma das equagdes ¢ a
interpretagdo dos termos. Em primeira aproximacao, considera-se um referencial inercial para aplicar
diretamente as Leis de Newton; contudo, para aecronaves operando proximas a superficie terrestre, usa-
se com frequéncia um referencial local (ligado a Terra) como aproximadamente inercial em intervalos
de tempo e escalas de manobra usuais, o que ¢ adequado para muitas analises de desempenho e dindmica
de voo. Quando se adota um referencial ndo inercial (por exemplo, eixos acelerados solidarios a
aeronave), surgem termos adicionais de natureza “aparente” associados a acelerag¢do do referencial, e a
consisténcia da modelagem passa a exigir cuidado na inclusdo desses termos para ndo atribuir a forgas
reais efeitos que pertencem ao movimento do proprio sistema de coordenadas (STEVENS; LEWIS,
2003). Essa distin¢do ¢ particularmente relevante ao transitar entre eixos do corpo, eixos da trajetoria e
eixos locais, pratica comum em engenharia aeronautica (ETKIN; REID, 1996).

Do ponto de vista de modelagem aplicada, a analise vertical torna-se ainda mais informativa
quando se explicita como a sustenta¢ao e as componentes do empuxo dependem das varidveis de voo e
de controle (velocidade, densidade do ar, angulo de ataque, deflexdes de superficies, poténcia
disponivel). Ao estruturar a equagdo ) Fz = maz com relagdes constitutivas aerodinamicas, obtém-se um
modelo capaz de prever tendéncias: por exemplo, como variagdes de atitude reorientam a sustentagao,
como a razdo de subida depende do balango energético e de poténcia excedente, e por que certas
configuragdes aumentam ou reduzem a autoridade vertical em manobras. Essa abordagem integra
dinamica e aerodindmica em um mesmo encadeamento causal, coerente com a literatura de fundamentos
de voo e com a pratica de construcdo de modelos para simulagdo e andlise de estabilidade longitudinal
(ANDERSON, 2017).

A robustez da andlise depende de enunciar claramente hipdteses e limites: massa considerada
concentrada no centro de massa, campo gravitacional aproximadamente uniforme, aproximagdo de
referencial local quase inercial e linearizagdes quando aplicaveis. Em contextos em que essas hipoteses
ndo sdo validas (manobras muito agressivas, trajetorias longas, ou necessidade de alta fidelidade), o
modelo deve ser refinado com termos adicionais e referenciais mais rigorosos, preservando o principio
fundamental de que a aceleragdo resulta da soma vetorial das forgas reais (MERIAM; KRAIGE, 2012).
Assim, as Leis de Newton permanecem o “nticleo” da modelagem, enquanto a escolha de referenciais e
decomposicoes determina a clareza e a confiabilidade do diagnostico fisico no eixo vertical (ETKIN;

REID, 1996).
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3 - Metodologia

O sistema fisico considerado foi uma aeronave tratada como particula material (massa
concentrada no centro de gravidade), descrevendo o movimento no plano vertical durante trechos de
subida e descida. A andlise foi conduzida em um referencial aproximadamente inercial associado ao solo
(Terra), assumindo que, no intervalo de tempo estudado, efeitos de rotagdo terrestre e curvatura da
trajetoria sobre grandes distancias sdo despreziveis. O objetivo metodoldgico foi relacionar: a cinematica
com hipdtese de aceleracdo constante e o balanco de forgas via 2* Lei de Newton, distinguindo
explicitamente regimes quase estacionarios € transitorios.

Para tornar o problema reproduzivel e matematicamente tratavel, adotaram-se as hipoteses:

a) Movimento unidimensional ao longo do eixo vertical local (eixo z positivo para cima), com o interesse
centrado em variacdes de altitude e velocidade vertical.

b) Aceleracdo vertical constante por trecho: em cada segmento (subida ou descida) assume-se az =
constante, valida como aproximacgao de trechos curtos em que as variaveis aerodinamicas e de propulsido
ndo variam abruptamente.

¢) Massa constante no intervalo (sem variagao relevante por consumo de combustivel).

d) Aceleragdo da gravidade constante g = 9,81 m/s?.

e) Sustentagdo L e componente vertical do empuxo Tz representadas por valores médios por trecho,
equivalentes a uma linearizagdo local do comportamento aerodinamico/propulsivo.

f) Arrasto ndo entra diretamente no balanco vertical quando se trabalha apenas com o eixo z; suas
influéncias aparecem indiretamente por mudangas necessarias de atitude/empuxo para manter
determinado regime, mas ndo sao explicitadas no eixo vertical nesta etapa metodologica.

Essas hipoteses estabelecem um modelo minimo que conecta equagdes cinematicas a um balango
de forgas vertical e permite identificar quando o “aaa constante” € coerente (regime quase estacionario)
e quando representa uma aproximacao de um transitorio (manobra). Foi definido um sistema cartesiano
local:

Eixo z: vertical local, positivo para cima.

Velocidade vertical: vz=1z".

Aceleragao vertical: az=z".

Convencoes:

Peso W = mg atua para baixo (sinal negativo em z).

Sustentacdo L ¢ considerada predominantemente perpendicular ao escoamento, mas aqui entra pela sua

componente vertical, que para pequenos angulos de trajetdria pode ser aproximada como Lz~ L.
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Empuxo T pode ter inclina¢do; usa-se explicitamente sua componente vertical Tz = TsinOT (ou outra
decomposicao equivalente definida pelo estudante), positiva para cima quando apontada para cima.

O diagrama de corpo livre (Figura 3) foi estabelecido para o centro de gravidade, contendo:
Peso: W = mg (para baixo).
Sustentagdo (componente vertical): Lz (para cima).
Empuxo (componente vertical): Tz (para cima ou para baixo, dependendo da atitude/controle;
usualmente para cima em subida).
Representagao textual do DCL no eixo z:
Sentido positivo (1): Lze Tz
Sentido negativo (]): W

A Figura 3 apresenta o diagrama de corpo livre (DCL) no eixo vertical, com a convengdo z
positivo para cima, evidenciando as forcas W = mg, Lz e Tz, bem como a formulacdo direta da 2* Lei de

Newton aplicada ao movimento vertical.

Az (positivo para cima)
A
L,~L T
z
Y F. =ma,
CGO+
L,+T,—mg=ma,
vW =mg

Figura 3 — Diagrama de corpo livre, Fonte: Proprio Autor (2026).

Observa-se que o equilibrio ou desequilibrio entre Lz + Tz € mg determina o sinal e a magnitude
de az, permitindo interpretar de modo consistente a transicao entre regimes quase estaciondrios (az ~ 0)
e transitorios (az # 0).

Aplicou-se a 2% Lei de Newton ao eixo vertical: £F, = ma,

Com as forgas do DCL: L, + T, —mg = ma,

Essa expressdo ¢ o elo entre a cinematica (via az) e o balango de forgas. Na metodologia, Lz e Tz

podem ser tratados como:
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Variaveis controlaveis/ajustaveis (via comando de profundor e poténcia), ou Resultantes médias
obtidas indiretamente a partir do az calculado cinematica e dos valores de m e g.

Para cada trecho (subida ou descida) com az constante, foram adotadas as equagdes do MRUV
no eixo z:

Velocidade: v,(t) = v, + a,t

Posi¢do (altitude relativa): z(t) = zy + vyt + %azt2

Relagdo sem tempo: v2 = v2, + 2a,(z — zy)

Essas trés equagdes permitem reproduzir o calculo em diferentes cenarios: dado Az e t, obtém-se
az; dado az e Az, obtém-se t; etc.

Para conectar o modelo aos “regimes” de voo, foram definidos critérios operacionais no eixo
vertical:

Regime quase estacionario (quase estaciondrio vertical): a, = 0 => L, + T, = mg

Subida/descida pode ocorrer com vz aproximadamente constante (por exemplo, razao de subida
constante), sem aceleragdo vertical apreciavel.

Regime transitorio (manobra vertical): a # 0 => L, + T, — mg = ma,

Hé mudanga perceptivel em vz no intervalo; o “excesso” de forga vertical em relagao ao peso (ou
deéficit) explica a aceleragao.

Na pratica metodoldgica, considera-se “quase estacionario” quando |az| € pequeno comparado a
g (por exemplo, |az|/g«<1), e “transitorio” quando essa razdo deixa de ser desprezivel.

O procedimento analitico foi executado de maneira sequencial e reprodutivel. Inicialmente,
definiu-se o cendrio de voo (subida ou descida) e o intervalo temporal de interesse, juntamente com as
condigOes iniciais zo € vzo € a massa m.

Em seguida, estabeleceram-se as grandezas-alvo do trecho (por exemplo, Az, At, vz final),
aplicando-se as equacdes cinematicas para obter az e as funcdes vz(t) z(t) correspondentes. Na etapa
seguinte, substituiu-se o valor de az na equagdo dinamica para determinar a resultante vertical requerida
Lz + Tz e, consequentemente, interpretar o esforco de sustentacdo e/ou empuxo necessario para produzir
o movimento descrito.

Por fim, o regime foi classificado conforme o critério de aceleracdo, e foram realizadas checagens
de sinais e coeréncia (compatibilidade entre subida/descida, valores de az e direcdo da resultante),
assegurando que outro estudante possa replicar os mesmos passos com diferentes valores de entrada e

obter resultados comparaveis.
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4 - Analise e Desenvolvimento
4.1 - Modelagem no Eixo Vertical e encadeamento cinematica dinimica

A analise ¢ construida a partir da representagao do movimento no eixo vertical local z, adotando-
se z > 0 para cima. Nessa convengdo, o peso W = mg atua no sentido negativo de z, enquanto a
sustentacao (considerada por sua componente vertical) e a componente vertical do empuxo atuam no
sentido positivo, conforme o Diagrama de Corpo Livre (DCL).

A Figura 3 materializa esse arranjo de forgas e explicita o vinculo formal com a 2 Lei de Newton
no eixo vertical, servindo como “ponte” entre a descri¢do cinematica do movimento e a interpretagao
dinamica em termos de balan¢o de forgas.

Pela 2% Lei de Newton, a soma das forgas no eixo vertical deve igualar o produto da massa pela
aceleragdo vertical:

LF, = ma, (1)
Considerando o DCL (Figura 3), obtém-se a forma explicita:
L, + T, —mg =ma, 2)

Reorganizando, isola-se a resultante “de suporte vertical” exigida para produzir a aceleragao

estimada:
L,+L;, =mg+ma, 3)

Para discutir regimes de voo com maior generalidade, ¢ util normalizar a Eq. (3) pelo peso W =

mg, produzindo uma forma adimensional:

L,+T, az

:1+; (4)

A Eq. (4) ¢ central para o objetivo do artigo: ela mostra que a distingdo entre regime quase
estaciondrio e transitorio pode ser discutida de modo quantitativo a partir da razdo az/g, conectando a
hipotese cinemadtica (aceleragcdo por trechos) ao balango de forcas (excesso/deficiéncia em relagdo ao

peso).
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4.2 - Equacoes Cinematicas com Hipotese de Aceleracao Constante por Trecho
Assume-se que, em uma janela temporal At adequadamente selecionada, a aceleragdo vertical

pode ser aproximada por um valor constante az. Com essa hipotese, a cinematica do movimento vertical

¢ descrita pelas equagdes do MRUYV no eixo z:

2(t) = 2o + Vot +5 at? (5)
V() = Vg + a,t (6)

E, eliminando-se t:
v; = v+ 2a,(z — 7)) (7)

O procedimento analitico adotado €, portanto, bidirecional e coerente: estima-se az a partir de
dados de z(t) pela Eq. (5) e, em seguida, interpreta-se o resultado em termos de forgas por meio das Egs.
(3)—(4). Assim, a hipotese de aceleracao constante ndo € um “fim em si”, mas um recurso de modelagem

para sustentar inferéncias consistentes no dominio da dinamica aplicada ao voo.

4.3 - Dados Reais e Recorte Operacional do Trecho Analisado

A aplicagdo foi construida com base em dados reais de trajetoria (pares (ti, zi) extraidos de uma
fonte operacional de rastreamento ADS-B, obtida via OpenSky, por meio do endpoint Track by Aircraft
(trajetoéria com waypoints contendo tempo e altitude barométrica, entre outros). Onde a altitude
barométrica € reportada em instantes discretos.

Como os registros reais nao sao, em geral, amostrados em intervalos perfeitamente uniformes, a
janela de andlise foi selecionada de modo a apresentar: (a) crescimento monotonico de altitude (subida),
(b) auséncia de descontinuidades abruptas e (c) extensdo temporal suficiente para que o ajuste cinematico
possa representar um trecho fisicamente interpretavel.

O OpenSky fornece uma série discreta de pontos (ti, zi). Como a hipodtese do trabalho ¢ a de
aceleracdo aproximadamente constante por trechos, seleciona-se uma janela onde o crescimento de
altitude ¢ monotdnico e relativamente suave (subida), permitindo ajustar o modelo cinemdtico com

clareza.
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A Figura 4 ilustra a evolucdo temporal da altitude barométrica z(t) proveniente dos dados reais

de trajetéria, destacando a janela selecionada para a aplicacdo da hipotese de aceleragdo

aproximadamente constante.

4000

é Trecho de subida

w3000 | (dados OpenSky) 1
k34

B!

)

5 2000 - -
=

o =)

Q

ke

£ 1000 - ¥
<

0 | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350

tempo ¢t (s)
Figura 1 - Altitude barométrica z (m) em fungao do tempo t (s) para trecho de subida,
Fonte: OpenSky Network (2026).

A delimitacdo do intervalo destacado torna explicito o recorte operacional adotado, no qual a
variagdo de altitude ¢ monotonica e suficientemente suave para sustentar um ajuste cinematico por
trechos coerente com o modelo proposto.

A Tabela 1 apresenta os pontos discretos (t, z) utilizados no trecho real de subida selecionado.

Para padronizagdo, adota-se t = 0 no primeiro ponto do trecho.

Tabela 1 - Dados do trecho de subida.

(1) (s) (z) (m)
0 3962
9 3962
18 4267
26 4267
35 4267
42 4267
92 4572
125 4876
163 5181
196 5486
233 5791
282 6096
308 6400
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Esses dados constituem o conjunto de entrada do ajuste cinemaético, possibilitando reproduzir
integralmente a estimag@o de vzo e az a partir das equagdes do MRUYV no eixo vertical.

Com base na Eq. (5), realizou-se um ajuste do tipo quadratico para representar a evolucao de z

no trecho:
2(t) = 2o + Vot +5 at? (8)

O resultado do ajuste fornece estimativas para zo, vzo e az, ¢ permite avaliar a compatibilidade
do trecho com a hipdtese de aceleragdo aproximadamente constante. Para o trecho da Tabela 1, obteve-
se:

At=308s

Az =2438 m

vzo =~ 6,69 m/s

az ~ 6,57x10—3 m/s?

vz,fim = 8,72 m/s

Meétrica de aderéncia do ajuste: R?=0,993
A Tabela 2 organiza esses resultados para consulta direta.

Tabela 2 - Parametros cinematicos estimados no trecho real de subida.

Grandeza Simbolo Valor
Durag@o do trecho At 308 s
Variagao de altitude Az 2438 m
Velocidade vertical inicial VZO0 6,69 m/s
Aceleracao vertical (por trecho) az 6,57x107 m/s?
Velocidade vertical final vz, fim 8,72 m/s
Aderéncia do ajuste R? 0,993

A organizacdo dos resultados permite interpretar, de forma quantitativa, a magnitude de az em
relagdo a g e, consequentemente, avaliar o quanto o0 movimento observado se aproxima de um regime
quase estacionario em termos de balango de forgas.

A Figura 5 compara os pontos observados (t, z) do trecho de subida com a curva ajustada do

modelo z(t)=zo+vzot+1/2azt? utilizada para estimar vzo e az intervalo analisado.
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Figura 2 - Ajuste cinematico do trecho de subida,
Fonte: OpenSky Network (2026) e elaboracao propria (2026).

~

A proximidade entre os dados discretos e o ajuste evidencia a adequacdo da hipotese az =
constante no trecho, conferindo consisténcia a etapa subsequente de interpretacao dindmica via balango
de forgas.

O valor estimado de az ¢ muito pequeno em termos absolutos, o que indica que a velocidade
vertical varia lentamente ao longo do trecho (de aproximadamente 6,69 para 8,72 m/s). Esse
comportamento € compativel com um segmento operacional de subida em que o avido tende a uma razao
de subida relativamente estavel, mas ainda apresenta variagdao de vz suficiente para caracterizar um
transitorio fraco.

Essa distingdo ¢ importante: 0 movimento pode exibir evolugdo mensuravel de vz sem que isso
implique uma exigéncia dindmica elevada (em termos de forga excedente sobre o peso). E exatamente
essa leitura que o objetivo do trabalho busca sustentar, ao articular MRUV (cinematica) com balango de
forgas (dinamica).

A partir do valor estimado de az, pode-se interpretar a demanda dinamica do trecho diretamente

via a Eq. (4):

Revista Eletrénica AeroDesign Magazine - Volume 18 - n° 1 - 2026 - ISSN - 2177-5907
Secéo - Artigos Técnicos



Revista Eletrénica .
AeroDesign G

Magazine

Adotando g = 9,81 m/s? (aproximagdo local), tem-se:

a, 0,00657 .
—~~——~6,70x107%
g 981

Logo:

L,+T,
— = 1,00067
w

O resultado da Eq. (11) indica que, no trecho analisado, a soma Lz + Tz precisa ser apenas cerca
de 0,067% maior que o peso para sustentar a aceleragdo vertical média do modelo. Essa magnitude ¢
altamente esclarecedora: ela mostra que um trecho com variagao perceptivel de altitude e com razdo de
subida de alguns m/s pode, ainda assim, estar muito préximo do equilibrio de for¢as no eixo vertical.
Portanto:

Do ponto de vista do balango de forgas, o comportamento é quase estacionario (porque az/g é

muito pequeno e Lz + Tz = W).

Do ponto de vista da cinemdtica, existe um transitorio suave, porque vz ndo ¢ rigorosamente

constante ao longo de todo o trecho.

Essa dupla leitura (quase estacionario em forcas vs. transitério em cinematica) € precisamente o
tipo de interpretagdo coerente que o artigo pretende estruturar para a Dinamica aplicada ao voo, evitando
confusdes comuns entre “subir/descer” e “estar acelerando fortemente”.

Para consolidar a distin¢ao, adota-se o critério pratico:

Quase estaciondrio (vertical): az= 0 =>Lz+ Tz=mg

Transitorio: az # 0 => Lz + Tz — mg = maz

A Figura 6 sintetiza, em formato comparativo, as condi¢des dindmicas associadas aos regimes

quase estaciondrio e transitorio no eixo vertical.

Quase estacionario Transitério
a;~0 a; #0
L,+T,~mg L,+T,—mg =ma,
z NN,
T;
L (|[zE,~0 LT LF; =ma,
/4
z
W =mg z
W =mg

Figura 3 - Comparagdo conceitual entre regime quase estaciondrio no eixo vertical, com equagoes e
DCL simplificado, Fonte: Proprio Autor (2026).
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Esse esquema refor¢a que a distingdo entre regimes ndo depende apenas de ‘estar subindo ou
descendo’, mas do valor de az e, portanto, do excesso (ou déficit) de forga vertical em relagdo ao peso.
Para manter coeréncia com o modelo adotado (aceleracao por trechos), considera-se uma descida
representada por dois trechos:
a) Descida quase estacionaria (taxa aproximadamente constante): Se vz ¢ aproximadamente

constante (por exemplo, vz = -3,0 m/s) em uma janela, entdo:

Esse ¢ um caso prototipico de descida com forgas verticalmente equilibradas (no sentido de nao
demandarem excesso sistematico sobre o peso).
b) Transitoério de “arredondamento” (reducao da razao de descida): Considere a redugdo de vz =

-3,0 m/s para vz = -0,5 m/s em At = 10s. Pela definicao:

AUZ 0,5 - (_310)

— — — 2
a, = Ar 10 0,25m/2
Entao:
L+T _ 1+0’25 1,0255
W 981

A Eq. (14) indica que, durante esse transitorio, o sistema exige um “excesso’” de aproximadamente
2,6% sobre o peso para reduzir a magnitude da descida naquele intervalo. Ou seja, 0 mesmo fendmeno
operacional (“descer””) pode ser quase estacionario em um trecho e transitdrio em outro, dependendo do
comportamento de vz(t). Essa leitura ¢ diretamente consistente com o objetivo do artigo, pois estrutura
um entendimento em que a hipdtese de aceleragao constante por trechos ¢ utilizada como ferramenta de
interpretagdo dinamica: quando az ¢ pequeno, a andlise indica equilibrio aproximado; quando az cresce,
a andlise evidencia a necessidade de maior resultante vertical.

A Figura 7 apresenta perfis tipicos de vz(t) para descida, contrastando um caso quase estaciondrio
(razao de descida aproximadamente constante) com um caso transitorio de reducao de vz em um intervalo

de tempo definido.
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Figura 7 - Perfis de velocidade vertical para descida: (a) caso quase estacionario e (b) caso transitorio,
Fonte: Proprio Autor (2026).

O contraste grafico evidencia como a presenga de az>0a_z>0az>0 no transitério implica maior
demanda de resultante vertical (Lz + Tz), permitindo quantificar a diferenca fisica entre ‘descer com taxa

constante’ e ‘reduzir a taxa de descida’.

5 - Resultados e Discussdo

A aplicacdo desenvolvida permitiu estimar, a partir de um trecho real de trajetoria (Tabela 1), os
parametros cinematicos At, Az, vzo, az e vz,fim (Tabela 2) e, na sequéncia, interpretar esses resultados a
luz do balanco de forgas no eixo vertical (Figura 3) por meio das Egs. (2)—(4). Essa organizacao ¢
coerente com o objetivo do artigo, pois transforma a hipdtese cinematica de aceleragdo aproximadamente
constante por trechos em uma ferramenta de inferéncia dindmica: a aceleracdo estimada em z “fecha”
diretamente o balango de forgas e permite classificar o trecho como quase estacionario ou transitorio.

Conforme apresentado na Tabela 2, para o trecho real de subida analisado, obteve-se At =308 s,
Az=2438 m, vzo = 6,69 m/s, az =~ 6,57x107 m/s?* e vz,fim = 8,72 m/s. A Figura 5 (ajuste “dados vs.
modelo”) ¢ o elemento que sustenta a consisténcia interna do trecho com o modelo z(t) = zo + vzot +
1/2azt?, evidenciada pelo elevado nivel de aderéncia do ajuste (R? = 0,993).

O valor de aceleracao vertical estimado no trecho real é pequeno quando comparado com a

gravidade. Ao normalizar a Eq. (3) pelo peso, obtém-se a relagdo adimensional (Eq. 4):
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Com az ~ 0,00657 m/s* e g = 9,81 m/s?, resulta az/g = 6,7x10"* e, portanto:
L, +T,

w

Fisicamente, isso indica que, no trecho analisado, a soma Lz + Tz excede o peso em

~ 1,00067

aproximadamente 0,067% para explicar a aceleragdo vertical média do modelo. Esse numero ¢ altamente
informativo: embora a aeronave esteja subindo (e vz varie de 6,69 para 8,72 m/s), o “excesso” de forga
vertical necessario para produzir essa variagdo € muito pequeno. Logo, sob a 6tica do balango de forgas
(Figura 3), o trecho se comporta como quase estacionario em forgas, ainda que exista um transitorio fraco
na cinematica (variagdo lenta de vz). Essa distingdo atende diretamente ao objetivo do trabalho: a
classificacdo de regime nao se reduz a “subir/descer”, mas depende da ordem de grandeza de az/g e do
fechamento do balanco de forgas.

Para contextualizar os valores do trecho real, ¢ util converter as velocidades verticais para
unidades operacionais (ft/min): 1 m/s = 196,85 ft/min. Assim, vzo = 6,69 m/s = 1316 ft/min e vz,fim =
8,72 m/s = 1716 ft/min. Esses valores se situam na faixa frequentemente descrita como “normal” para
subidas de acronaves comerciais em diversos contextos, tipicamente da ordem de 1000—2000 ft/min (com
variagao significativa conforme massa, altitude, perfil e restrigdes ATC).

Além disso, ha situacdes documentadas em que tripulagdes adotam deliberadamente taxas
reduzidas de subida em torno de 1000 ft/min, por motivos operacionais (ex.: conforto, pressurizagao,
restrigdes), o que reforca a plausibilidade do intervalo obtido a partir dos dados analisados.

Essa coeréncia com ordens de grandeza operacionais fortalece a interpretacao de que o trecho
selecionado ¢ realista e que o modelo cinematico por trecho pode ser uma aproximagao Util para apoiar
inferéncias dindmicas de primeira ordem, desde que aplicado com recortes bem definidos (como
explicitado na Figura 4).

Na etapa de descida, foram discutidos dois cendrios complementares, ambos coerentes com a
logica por trechos:

a) Descida quase estaciondria (taxa aproximadamente constante). Em descidas estabilizadas com vz
aproximadamente constante, tem-se az = 0, implicando (Lz + Tz) / W = 1. Esse comportamento ¢
compativel com perfis tipicos de descida “econdmica” em aeronaves comerciais, frequentemente
proximos de poténcia reduzida e com taxas médias na ordem de 1500 — 2000 ft/min (variando conforme
perfil e restri¢des).

b) Transitorio de reducdo da razdo de descida (“arredondamento’/controle de aproximagado). No exemplo
de frenagem vertical (de vz =—3,0 para —0,5 m/s em 10s), calculou-se az = 0,25 m/s?, resultando em (Lz
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+ Tz)/W = 1,0255. Esse valor traduz, em termos de forgas, um “excesso” de aproximadamente 2,6% em
relacdo ao peso para reduzir a magnitude da descida no intervalo. A Figura 7, ao contrastar um perfil
vz(t) constante e outro com variagdo linear, torna visualmente evidente que o transitorio nao ¢ apenas
uma mudanga “geométrica’ na trajetoria, mas uma mudanca no balango de forgas requerido.

Em termos de engenharia, esse contraste € relevante porque mostra que trechos de descida podem
ser quase estacionarios na maior parte do tempo e, ainda assim, apresentar curtos intervalos transitorios
com demandas dindmicas mais elevadas (ainda que muito inferiores a manobras de alto fator de carga).

Isso sustenta interpretacdes coerentes para analises de desempenho, conforto e controle no eixo vertical.

6 - Conclusao

A presente pesquisa teve como objetivo estruturar uma interpretacdo consistente da dindmica de
subida e descida de aeronaves sob a hipdtese de aceleragao constante, articulando a descrigao cinematica
do movimento com o balango de forcas no eixo vertical ¢ com a distingdo entre regimes quase
estaciondrios e transitorios. A partir da fundamentacao teérica baseada no MRUYV e nas Leis de Newton,
foi possivel estabelecer um encadeamento conceitual claro entre grandezas observaveis da trajetdria —
altitude, velocidade vertical e tempo — e as exigéncias dindmicas associadas a0 movimento em voo.

Os resultados obtidos a partir da aplicagdo do modelo a dados reais de trajetoria demonstraram
que a hipdtese de aceleracao aproximadamente constante por trechos constitui uma aproximacgao valida
para intervalos operacionais curtos, permitindo representar adequadamente a evolugdo da altitude com
elevada aderéncia matematica. A andlise evidenciou que variagdes mensuraveis da velocidade vertical
podem ocorrer mesmo quando o sistema permanece muito préximo do equilibrio de forgas, revelando
que movimentos de subida ou descida nem sempre implicam acelera¢des dinamicas significativas. Nesse
contexto, verificou-se que a razdo adimensional az/g se apresenta como um critério quantitativo eficiente
para diferenciar regimes quase estaciondrios de transitorios suaves.

A integracdo entre modelagem cinematica e interpretagdo dindmica mostrou-se particularmente
relevante para evitar interpretagdes equivocadas comuns na andlise do voo, especialmente a associacao
direta entre variacdo de altitude e presenca de grandes forcas resultantes. O estudo demonstrou que
segmentos operacionais reais podem apresentar comportamento simultaneamente quase estacionario do
ponto de vista das forgas e transitdrio sob a 6tica cinematica, refor¢cando a necessidade de andlise conjunta
dessas duas perspectivas.

Dessa forma, conclui-se que a hipotese de aceleragdo constante, quando aplicada de maneira
criteriosa e limitada a trechos adequados, constitui uma ferramenta conceitual e analitica eficaz para a
compreensao inicial da dindmica vertical em aeronaves. Além de favorecer a interpretagdo fisica do
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movimento, 0 modelo contribui para a comunicacdo técnica e para o ensino de Dindmica aplicada ao
voo, servindo como etapa intermediaria entre modelos elementares e formulagdes de maior complexidade
aerodinamica. Como continuidade natural, estudos futuros podem incorporar variagdes explicitas das

forgas aerodinamicas e efeitos nao lineares, ampliando a fidelidade do modelo sem perder a clareza

interpretativa estabelecida neste trabalho.
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