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&€ Vibracdo Livre ndo Amortecida;

& Sistema Massa-Mola;
&x Sistemas com Um Grau de Liberdade;

&€x Solucao de Exercicios.
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&€x A coluna da caixa d’agua mostrada na figura possui 100 m de altura e
é feita de concreto reforcado com uma secao transversal tubular com
2,5 m de didametro interno e 3,1 m de diametro externo. Quando
cheia, a massa da caixa d’agua é de 3 x 10° kg. Desprezando a massa
da coluna e admitindo E = 27,58 GPa, determine:

A) A Frequéncia natural e o periodo natural transversal de vibracao da
caixa.

B) A resposta de vibracdo da caixa d’agua resultante de um
deslocamento transversal inicial de 0,25 m.

C) Os valores maximos da velocidade e da aceleracdao experimentados
pela caixa d’agua.
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€x Analogia do Sistema:

&€ Admitindo que a caixa

d’agua seja uma massa
pontual, que a colune
tenha uma secao
transversal uniforme de
massa desprezivel, o
sistema pode ser
modelados como uma
viga em balanco com
uma carga concentrada
na extremidade livre,
conforme mostrado na

figura.
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&x Para essa situacao, a deflexao é dada por:

o & P
! _| H " 3.E-]
() o g
N &€x Arigidez da viga é dada por:
P 3.E-I

P=k-6 wmmp k=-=—7p—

/ &€x Sabe-se que o momento de inércia da secao
/ transversal tubular é:

[ _ " (p4_ g4 _ T (314 _oc4
I—64 (D* — d*) ommm) | = (3,1* — 2,5%)

— I =2616m*
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&x Assim, a rigidez é:

3. E-1 3.27,58-10°-2,616
- ) -

3 . 1003

k = 216447,84 N/m

€ Portanto, a frequéncia natural de oscilacdo
do sistema é:

216447 84
i ’ mm) ©, = 0,849 rad/s
©n j 300000 .
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€ O Periodo é dado por:

m) 7=7,40s

2T 2T

-1;_

Wn, 0,849

€x B) Resposta de vibracdo do sistema:
€ Considerando o deslocamento inicial xy =
0,25 m, e a velocidade inicial X, =10, a
resposta harméOnica do sistema pode ser
expressa por:

x=A-senw,-t+B-coswy, -t
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€x Considerando o deslocamento inicial x5 = o,
0,25 m, e a velocidade inicial x, =0, a 0,849
resposta harmoOnica do sistema pode ser
expressa por:

-sen(0,849 - t) + 0,25 - cos(0,849 - t)

x = 0,25-c0s(0,849 - t) m
x=A-sen(w, -t) + B - cos(w, - t) &x Grafico do Deslocamento:

3 Desl tox T
&€x As constantes A e B, sao: eslocamento x Tempo

0,3000

-x°0 0,2500

A=— B = x o100

wn £ 0.1000

_E 0,0500

€x Aplicado as condicbes de contorno iniciais, a 2 oo

equacdo que define a resposta harménica do R

. J4 -0,2000

sistema é dada por: 02500

-0,3000

. Tempo (s)
X0
x =—-sen(w, :t) + xq - cos(w,, * t)
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& C) Mddulo da Velocidade e Aceleracdo Maxima: X9 = —0,25-[—0,849 - sen(0,849 - t)]

€ Derivando a equacdo do deslocamento, %o = —0,21225 - sen(0,849 - t) m/s
obtém-se a equacao da velocidade:

&€x Grafico da Velocidade:

Velocidade x Tempo

d
Xo = 0,25 - cos(0,849 - t) o

0,2500

&€ A partir das regras de derivada, tem-se que: o
% 0,1000
% 0,0500
. 0 = — 3 . E 0,0000
cos(w,, * t) 0 Wy, - sen(wy,  t) 3 o
= .0,1000
-0,1500
@ Portanto: -0,2000
-0,2500
Temp (s)
Xo = —0,25 - [—w, - sen(w,, * t)]
Xmax = 0,21225m/s
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&> Derivando a equacdo da velocidade, obtém-se %o = —0,1802 - c0s(0,849 - t) m/s>
a equacao da aceleracao:
d € Grafico da Aceleragdo:
¥Xo = —0,21225 - sen(0,849 - t) o

Aceleracao x Tempo

0,2000

€ A partir das regras de derivada, tem-se que:

0,1500
0,1000

sen(wy, * t) = = wy, * cos(wy, * t) 00500

dt 0,0000
-0,0500

@ Portanto: -0,1000

-0,1500

.56.'0 == —0,21225 y [a)n g COS(O)n y t)] -0,2000

Aceleragio (m/s?)

Tempo (s)

¢, = —0,21225 - [0,849 - c0s(0,849 - ¢t )
% [ cos( )] %, . = 0,1802 m/s?
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€ Graficos Sobrepostos:

0,3000

0,2000

0,1000

0,0000

5] 7
-0,1000
-0,2000
-0,3000
Deslocamento Velocidade Aceleracao
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&> Analise dos Graficos:

1. Nos instantes de maxima
amplitude do movimento, a
velocidade é igual a zero e a
aceleracao é maxima.

2. Nos instantes de amplitude
igual a zero (eixo central do
movimento vibratério), a
velocidade é maxima e a
aceleracao é igual a zero.
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&€ Uma viga em balanco suporta uma massa M em sua extremidade livre como mostrado na imagem.
Considere que uma massa m cai de uma altura h sobre a massa M e adere a ela sem ricochetear.
Determine a equacao que define a vibracao transversal resultante da viga.

/]

Vg

? M

/

- / -
o - 3EI
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€ Quando a massa m cai de uma altura h, ela
atinge a massa M com uma velocidade de

queda livre dada por v,,;, = /2 g - h. Como a
massa m adere a massa M sem ricochetear, a
velocidade da massa combinada (M+m) h
imediatamente apds o impacto x, pode ser
determinada utilizando o principio da

guantidade de movimento. Y—l——Y| M 1«*—-_{_-_ %
ID: _ﬂ IAL’

m:v, =(M+m)-x, K k m

M

x(1)

o m i #
A (M + m) Vm I
x(r)
. ( m .
Xg =

i) VZeh
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&€x A posicao de equilibrio estatico da viga com a
nova massa (M+m) esta localizada a uma
distancia de m - g/k abaixo da posicdo de
equilibrio da massa original M. Para essa
situacao, a rigidez da viga em balanco é dada
por:

&€ Como a vibracao livre da viga com a nova
massa (M+m), ocorre em relagdo a sua posicao
de equilibrio original, as condicdoes de
contorno iniciais do problema sao dadas por:

m-g . m
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& Assim, a equacao geral simplificada para a
vibragcao transversal livre resultante pode ser
expressa da seguinte forma:

x=C-sen(w,t+ @)

& A amplitude é dada por:

C =A%+ B2




&x Portanto:

0

l3

&€x 0O angulo de fase é dado por:

X0

) () =tan 1
X0

Wn

> | O
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Xp @
@ =tan 122 "
X0
m-g
% (_ I3 )""n

tan

)

&x A frequéncia natural sera:

B k
D= M +m)

3:-F-1
3-(M+m)

&
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&€x A cacamba de um caminhdao de bombeiros esta localizada na extremidade de uma lanca telescopica,
como mostrado na figura. A cacamba mais o bombeiro possuem uma massa igual a 200 kg. Determine
a frequéncia natural de vibragdo da cagamba no sentido vertical. Dados: E=2,1 x 10* N/m?, [, =1,=1/, =
3m,A;,=20cm? A,=10cm?e A; =5 cm?.
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€ Rigidez Equivalente: €x Aplicando os valores numéricos fornecidos:

& Como os elementos da lanca telescépica do A, E; (20:107H-(2,1-10)
caminhdo de bombeiros estao associados em kpy = e 3
série, a rigidez equivalente pode ser
determinada da seguinte forma: kpy = 14-107 N/m
1 1 1 1 A, - E 10-107%) - (2,1-10%"
el o, _A2Be ) ( )
kp kp1 kpz kp3 [, 3
ky, = 7-107 N/m
&€ Sendo a rigidez de cada trecho da lanca
calculada por: As-E;  (5-107%)-(2,1-10'D)
kps = I = 3
A; - E; 3
kbl . 7
7 kps = 3,5+ 107 N/m
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&€x Portanto, a rigidez equivalente do sistema
sera:
1 1 1 1

L=
kKp  kp1  kpz  Kps
L
ky 14-107 7-107 3,5-107

1 1+1+1 1

k, \14 7 35/ 107

1 (1+2+4) 1

k, 14 107
1 7\ 1 1 1\ 1
kb_<14)'1o7 — F,,‘(E)'W
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1 1

L =710 = k=2-10N/m

&€ A rigidez da lanca telescopica no sentido
vertical sera dada por:

k =k, cos45° mmmm) k=2-107-cos45°
k=2-107-0,707 mmmm) k= 1,414 -107 N/m

&€x A frequéncia natural de vibracao da cacamba
no sentido vertical sera:

k 1414 - 107
“)":J; — “’”z\/ 200

w, = 265,89 rad/s
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&€ 1. Uma viga simplesmente apoiada com secao transversal quadrada de 5 mm e comprimento de 1 m
suporta uma massa de 2,3 kg em seu ponto médio e possui uma frequéncia natural de vibracao

transversal de 30 rad/s. Determine o mddulo de elasticidade da viga.

& 2. Determine a frequéncia natural de vibracdo do sistema mostrado na figura. Admita que as polias
nao tenham atrito e que a massa seja desprezivel.

=mva AR
K

Polia 1
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Obrigado Pela Atencao
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