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Vibracao Livre nao Amortecida
em Sistemas com Um Grau de Liberdade



&€ Vibracdo Livre ndo Amortecida;

& Sistema Massa-Mola
&x Sistemas com Um Grau de Liberdade;

&€x Equacdes de Movimento.
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&€x Vibracao é todo movimento periddico de um corpo ou sistema de corpos interligados, em torno de
uma posicao de equilibrio.

& Em geral, ha dois tipos de vibracdo, livre e forcada.

& A vibracao livre ocorre quando o movimento se mantém por forcas restauradoras gravitacionais ou
elasticas, como, por exemplo, O movimento de vai-e-vem de um péndulo ou a vibracao de uma barra
elastica.

€* Uma vibrac3o forcada é causada por uma forca externa periddica ou intermitente aplicada ao
sistema.

&€x Ambos os tipos de vibracao podem ser amortecidos ou nao.
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€ O tipo mais simples de movimento de vibracao € o de vibracao livre sem amortecimento
representado pelo modelo mostrado na figura.

& O bloco tem massa m e esta ligado a uma mola de rigidez k. Um movimento de vibracdo ocorre
guando o bloco é solto apods ter sido deslocado para uma posicao x, de modo que a mola, por estar
deformada, puxa-o de volta.

&€x O bloco atingira uma velocidade tal que sera capaz de ultrapassar a posicao de equilibrio x = 0O,
portanto o movimento adquirido, que sera oscilatorio, continuara indefinidamente, caso se
considerem nulas as forcas de atrito, como, por exemplo, no caso de uma superficie de apoio lisa.

Posicao de
equilibrio
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&€ O movimento dependente do tempo pode ser determinado aplicando-se a equacao de movimento
ao bloco considerado numa posi¢ao genérica x.

& A figura mostra o diagrama de corpo livre. A forca elastica restauradora, de intensidade F = k - x,
esta sempre voltada para a posicao de equilibrio, enquanto a aceleracao a € tomada genericamente
com sentido positivo concordante com o do deslocamento. Ao observar que a = d?x/dt?* = ¥,
temos:

W = myg zF
+ x = MM - Ay

1 —k-x=m-X
N

F=kx
-—
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&€x Observando que a aceleracao é proporcional ao deslocamento do bloco. O movimento assim descrito
é denominado movimento harmonico simples.

&> Apos rearranjo, a equacio anterior pode ser posta na “forma-padrao”:

k k
—k-x=m-i D) -——-x=j - ¥——-x=0

m

& Conforme apresentado anteriormente, a frequéncia natural é dada por:

Wy =

3| =

€ Portanto, pode-se escrever que:

¥—w2-x=0
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€ A equacao padrao também pode ser obtida considerando-se o bloco suspenso e medindo-se o
deslocamento y a partir da sua posicao de equilibrio.

& Quando o bloco esta em equilibrio, a mola exerce nele uma forca para cima de intensidade F = W =
m - g. Logo, quando o bloco é deslocado de uma distancia y para baixo dessa posi¢ao, a intensidade
da forca da mola passaaser F = W + k - y. A aplicagdo da equagao de movimento resulta em:

ak Posicio de
~equilibri - .
I —W-—-k-y+W=m-y —> —k-y=m-y
/ i
' W
. € Portanto, pode-se escrever que:
.o 2 _
y—wyp-y=0
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&x A frequéncia natural de vibracao é uma caracteristica intrinseca de um sistema mecanico que define
a taxa na qual ele tende a oscilar quando é perturbado de sua posicao de equilibrio e nao sofre
influéncia de forcas externas continuas.

&x Fisicamente, ela representa o numero de oscilacdes completas que o sistema realiza por unidade de
tempo em resposta a uma pequena perturbacao, sendo determinada exclusivamente pelas
propriedades inerciais e elasticas do conjunto, como a massa e a rigidez.

&x Quando um corpo é deslocado de sua posicao de repouso e liberado, a energia potencial armazenada
em seus elementos elasticos, como molas, converte-se em energia cinética associada ao movimento
da massa, e esse processo de troca de energia ocorre em um ritmo especifico, que é a frequéncia
natural.
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&€x Essa frequéncia pode ser Unica para sistemas simples, como um oscilador massa-mola ideal, ou
multipla no caso de sistemas mais complexos, que possuem diversos modos de vibracao.

€ Na pratica, conhecer a frequéncia natural é fundamental, pois quando o sistema é excitado por forcas
externas cuja frequéncia se aproxima desse valor, ocorre o fendbmeno da ressonancia, que pode
amplificar drasticamente a amplitude das oscilacdes e causar falhas estruturais.

€ Assim, a frequéncia natural ndo é apenas um parametro tedérico, mas um aspecto fisico fundamental
que governa o comportamento dinamico e a seguranca de maquinas, estruturas e componentes
mecanicos.
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& A equacao padrao € uma equacao diferencial ordinaria linear de segunda ordem, com coeficientes
constantes. Portanto, a solucao geral desse tipo de equacao é dada por:

x=A-senw, t+B-coswy, t

€ A e B sao duas constantes de integracao arbitrarias. A velocidade e a aceleracao do bloco sao
determinadas por derivacdoes temporais sucessivas, o que resulta em:

v=x=A-w,-cosw,t—B-w, -senwy, -t

a=%=—-A-w?-senw,-t—B- w2 -cosw, -t

&x Verifica-se facilmente que quando as equacdes acima sao substituidas na equacao padrao, a equacao
diferencial é, de fato, satisfeita, mostrando que essas equacoes representam a solucao da equacao
padrao.
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&€ As constantes arbitrarias A e B podem ser determinadas pelas condi¢des iniciais do problema. Por
exemplo, suponha que o bloco na figura tenha sido deslocado de uma distancia x; para a direita de
sua posi¢ao de equilibrio e recebeu uma velocidade inicial v, para direita (v, positiva).

Posicao de
c¢quilibrio
X
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€ Substituindo na equagao do deslocamento x = x, para t = 0, obtemos B = x, :

x=A-senwy,-t+B-cosw, -t ) x;=A-senw,-0+B-cosw, -0

x;=A-sen0+B-cos0 B x =A-0+5-1 mmm) B =x
&€ Como v =v, para t =0, entdo, aplicando na equagdo da velocidade, chegamos a A = v; /wy:

V=X=A w, COSwy't—B-w, senw, -t EIE) v, =A-w, cosw,+0—x;w, senw, -0

1
vy =A-w, cos0—x; w, -sen0 ) v, =A-w,-1—x;-w,-0 ) v, =A-w, ) A_a)—n

€ Com os valores de A e B determinados, a equacdo geral que descreve o movimento se torna:

41

x=A-senw, t+B-cosw, -t =) x=w—-senwn-t+x1-cosa)n-t
n
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€ A equacdo geral também pode ser expressa de forma mais simples em termos de uma fungdo seno.
Para isso, considera-se A=C-cos® e B=C-sen®, onde C e @ sao duas novas constantes

arbitrarias a serem determinadas no lugar de A e B. Substituindo essas expressdes na equag¢ao do
deslocamento, temos:

x=A-senw,-t+B-coswy, -t

x=C-cosP-senw, t+C-sen@-cosw, t

€ Usando a identidade trigonométrica sin(6 + @) = sen 8 - cos @ + cos @ - sen @, e considerando que
0 = w, * t, pode-se escrever que:

x=C-sen(w, ' t+ 0)
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€ Um grafico x versus w,, - t para a equacdo geral pode ser visto na figura.

| ciclo 27 = w, T

+-[I|_I;I—|-

' Periodo de tempo (1)
x = L sen (wd + d)
ol f
f

j"' C sen o

i ;f} i, I
¢
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& O deslocamento maximo do bloco relativamente a sua
posicao de equilibrio € denominado amplitude da vibracao.

€x Pode-se ver tanto da figura quanto da equacdo geral que a
amplitude é C.

€ O angulo (@) é chamado de angulo de fase ou, mais
apropriadamente, inicial, pois ele representa quanto a
curva esta deslocada em relacao a origem no instante t = 0.

€ As constantes C e @ relacionam-se com A e B por meio das
seguintes equacoes:
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| ciclo 27 = w7

sen o

Periodo de tempo (1)
x = Csen (w, + )

g

t J !
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& Observe que a curva senoidal completa um ciclo num tempo t = 7 quando w,, - T = 2 - 7, ou seja:

2T
wn

T =
&€x Esse tempo é denominado periodo, que também pode ser expresso como:

5 \/ﬁ
T = T 2

&€ A frequéncia f é definida como o numero de ciclos completos por unidade de tempo, sendo
determinada pelo inverso do periodo, portanto:

1 k
2T |m

s — =
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& Quando um corpo ou sistema de corpos interligados sofre um deslocamento inicial a partir de sua
posicao de equilibrio e, entdao, é abandonado, ele passa a vibrar com sua frequéncia natural.

€ Se o corpo tem apenas um grau de liberdade, isto é, se sua posicdo pode ser especificada
completamente por apenas uma coordenada, entdao o movimento de vibracdao do corpo tera as
mesmas caracteristicas do movimento harménico simples do sistema bloco-mola discutido
anteriormente.

&€x Consequentemente, o movimento do corpo sera descrito por uma equacao diferencial com a mesma
‘forma-padrao’, ou seja:

¥—w2-x=0

& Assim, se a pulsacao natural w,, do corpo for conhecida, o periodo da vibragao 7, a frequéncia natural
f e outras caracteristicas do movimento de vibragdo do corpo poderao ser estabelecidos por meio
das equacoes apresentadas.
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&€x Determine o periodo de vibracao para o péndulo simples mostrado na figura. A esfera tem massa m e o
fio, comprimento /. Despreze o tamanho da esfera e a massa do fio. Considere o fio inextensivel.

3
*
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&x Diagrama de Corpo Livre: &x Equacao de Movimento:

€x O movimento do sistema serd descrito por & Aplicando a equagdo de movimento na diregdo
meio da coordenada de posi¢dao 8. Quando a tangencial, pois a for¢a restauradora tem essa
esfera esta deslocada de um angulo 6, a forga dire¢do, obtemos:
restauradora que age nela é dada pelo
componente do pesom - g - sen 8. Além disso, z Fe=m-a,

a aceleragao a; tem o sentido de s (ou )
—m-g-senf =m-a; (l)

crescente.
51(!‘*-: n_..
\ A &€ Cinematica:
N\ \ € Sabe-se que a; =d?s/dt*> =5 e que a
[P 7 . . ~
¥ _. coordenada s esta relacionada com a posicao
\ 2 angular 6 pela equacdao s = [ - 8, de modo que
| .. W= mg at = :S: = l . 8 i
V.b ~ M A . ’ i
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€ Assim, a equacao (l) pode ser reescrita da
seguinte forma:

—-m-g-senf =m-a,; ) —g-send =a;
o g ,
—g-senf =1-60 - —T-sen0=9

é+%-sen9=0

€ Para pequenos deslocamentos tem-se que
senf = 0, portanto, a equacdao pode ser
reescrita da seguinte forma:

é+%e=0
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&€x Por comparacao, verifica-se que a equacao
obtida possui a forma padrao:

¥—w2-x=0

€ Portanto, a frequéncia natural de oscilacdo

do péndulo simples é:
9 g
i= - o, - \E

€ O Periodo é dado por:
_2-m l

= ) T=2-T- [—

Wn, g

€ Esse resultado indica que o periodo depende

somente do comprimento do fio, e nao da
massa da esfera ou do angulo 6.



€ 1. Uma mola tem rigidez de 600 N/m. Um bloco de 4 kg é preso a mola, empurrado 50 mm acima da
sua posicao de equilibrio e solto a partir do repouso. Determine a equagao que descreve o
movimento do bloco. Suponha que os deslocamentos positivos sejam medidos para baixo.

& 2. Quando se prende um bloco de 3 kg com uma mola, esta se alonga 60 mm. Determine a frequéncia
natural e o periodo de vibracao para um bloco de 0,2 kg ligado a mola.

&€ 3. Usa-se uma mola de rigidez k = 80 N/m para suspender um bloco de 8 kg. Se ao bloco for
comunicada uma velocidade para cima de 0,4 m/s quando este esta 90 mm acima da sua posicao de
equilibrio, determine a equacao que descrevera o movimento do bloco e seu deslocamento maximo
para cima, medido a partir da posicao de equilibrio. Suponha que os deslocamentos positivos sejam
medidos para baixo.
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€ 4. Considere um bloco de 6 kg suspenso por uma mola de rigidez k = 200 N/m. Comunica-se ao bloco
uma velocidade de 0,4 m/s para cima quando este esta 75 mm acima da sua posicao de equilibrio.
Determine a equacao que descreve o movimento do bloco e o seu deslocamento maximo para cima,

medido a partir de sua posicao de equilibrio. Suponha que os deslocamentos positivos sejam
medidos para baixo.

&€ 5. Suspende-se um bloco de 3 kg por uma mola de rigidez k = 200 N/m. O peso é empurrado 50 mm
para cima, a partir da sua posicao de equilibrio, e, entao, € abandonado a partir do repouso.
Determine a equacao que descreve o movimento. Quais sao a amplitude e a frequéncia natural de
vibracao? Suponha que os deslocamentos positivos sejam medidos para baixo.
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