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Elementos de Massas



€ Elementos de Massas;

& Associacdo de Massas.
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€x Na analise de vibracdes mecanicas, a massa € um dos elementos fundamentais qgue compoem o0s
modelos fisicos dos sistemas vibratorios, representando a inércia do corpo ou do componente
analisado.

€x A massa é a propriedade fisica que expressa a quantidade de matéria de um corpo e sua resisténcia a
mudanca de movimento quando submetido a uma forca.

&€x No contexto das vibracdes, ela se manifesta como a capacidade do sistema de armazenar energia
cinética durante o movimento oscilatério.

& Sempre que uma forca é aplicada sobre um sistema vibratério, a massa resiste a aceleragdo imposta,
gerando uma reacao proporcional segundo a segunda lei de Newton

F=m-a
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€x Na modelagem matematica dos sistemas vibratc')rios, a massa é geralmente representada como um
4/
pOIItO concentrado ou como uma distribuigao contl'nua, dependendo da complexidade do sistema

analisado.

€x Em sistemas simplificados de um grau de liberdade, a massa € frequentemente tratada como um
corpo rigido que nao sofre deformacdes internas, concentrando-se em um unico ponto.

€x Ja em sistemas mais complexos, com varios graus de liberdade ou estruturas distribuidas, a massa
pode ser modelada como uma distribuicao ao longo do comprimento, da superficie ou do volume,
influenciando diretamente a dindmica do sistema.
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&x A presenca da massa no sistema afeta diretamente a frequéncia natural de vibracao, uma vez que ela
aparece na equacao que define essa frequéncia, sendo inversamente proporcional a raiz quadrada da
massa.

&€x Isso significa que, quanto maior a massa, menor sera a frequéncia natural, resultando em oscilacdes
mais lentas.

&€ Por outro lado, massas menores tendem a gerar frequéncias naturais mais elevadas, caracterizando
vibracdes mais rapidas.

€ Além disso, a massa influencia a amplitude de resposta do sistema quando este é submetido a
excitacoes externas, especialmente na regidao proxima a ressonancia, onde a combinacao da massa
com a rigidez do sistema determina o comportamento dinamico.
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&x Portanto, na analise de vibracdes mecanicas, a massa ndao é apenas um parametro fisico passivo, mas
sim um elemento determinante na definicao da dinamica do sistema.

€ Seu correto dimensionamento e modelagem s3o essenciais para prever o comportamento vibratério,
otimizar o desempenho e garantir a seguranca e a confiabilidade de maquinas, veiculos, estruturas e

equipamentos sujeitos a esforgcos dinamicos.

&€ A interacao da massa com os outros elementos do sistema, como as molas e os amortecedores,
compoe o alicerce da analise vibratoria, permitindo aos engenheiros desenvolverem solucoes
eficazes para controle de vibragcdes em uma ampla gama de aplicagdes industriais e tecnologicas.
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&€x Na analise de vibracdes mecanicas, as técnicas de associacao de massas sao fundamentais para a
modelagem e simplificacdo de sistemas fisicos complexos, permitindo que se representem
adequadamente os efeitos da inércia no comportamento dinamico dos corpos.

€ A associacdo de massas pode ocorrer de forma analoga as associacdes de molas, sendo realizada
basicamente em série ou em paralelo, dependendo da configuracao fisica e do tipo de movimento
analisado.
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& Quando massas estao associadas em série, significa que estao ligadas de forma que o movimento de
uma depende diretamente do movimento da outra, e o deslocamento total do sistema € a soma dos
deslocamentos individuais das massas.

€ Esse tipo de associacdo é comum em sistemas onde componentes estdo conectados por elementos
flexiveis, e cada massa se desloca em relacdao a outra, resultando em movimentos relativos
complexos.

€x A formulacdo matematica para massas em série leva em consideracao que a forca transmitida é a
mesma para cada massa, mas os deslocamentos podem variar.
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& A associacao de massas em paralelo ocorre quando multiplas massas estao sujeitas ao mesmo
deslocamento, porém recebem forcas individuais proporcionais as suas respectivas inércias.

Nesse caso, a massa equivalente do sistema é simplesmente a soma das massas associadas, e o
€ comportamento dindmico reflete a combinacdo direta de suas inércias, sendo uma técnica bastante

utilizada na modelagem de estruturas em que varias partes se movem rigidamente juntas, como
plataformas, vigas ou placas.

€x A utilizacao correta da técnica de associacao de massas é essencial para definir a matriz de massa em
modelos de multiplos graus de liberdade, seja em métodos analiticos, como a formulacao direta das
equacoes diferenciais, ou em métodos numéricos, como o método dos elementos finitos, no qual as
massas podem ser concentradas nos nos ou distribuidas ao longo dos elementos.
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A associacao de massas é uma estratégia indispensavel no desenvolvimento de modelos de vibracao
simplificados.

Essa abordagem permite capturar com boa precisao os principais modos de vibracao do sistema,
especialmente os modos de baixa frequéncia, que costumam ser os mais relevantes do ponto de vista
de desempenho e seguranca estrutural.

A correta escolha entre modelar as massas como concentradas ou distribuidas, bem como sua
associacao em série ou em paralelo, impacta diretamente na determinacao das frequéncias naturais,
dos modos de vibracao e da resposta dinamica a excitacdes externas.

Portanto, compreender e aplicar adequadamente as técnicas de associacao de massas € uma etapa
fundamental na analise de vibracoes, garantindo que os modelos representem fielmente a realidade
fisica do sistema e possibilitando o desenvolvimento de solugcdes eficientes para o controle de
vibracdes em aplicacOes industriais, automotivas, aeroespaciais, civis e em diversos outros setores da
engenharia.
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&€ Na analise de vibracdes mecanicas, quando se trata da associacao de massas que estao em
movimento de translagao, diversas técnicas de solugcao matematica sao aplicadas para compreender
o comportamento dinamico do sistema.

€ A base dessas solucdes reside na formulacdo das equagdes diferenciais do movimento, que
descrevem como as forcas inerciais, elasticas e, eventualmente, dissipativas atuam sobre as massas
ao longo do tempo.

€ Para massas associadas em movimento de translacdo, o primeiro passo é aplicar a segunda lei de
Newton a cada massa, considerando que a forca resultante sobre ela é igual ao produto da massa
pela aceleracao.

& A partir desse principio fundamental, sdo construidas as equacdes diferenciais que, no caso de
sistemas com varias massas, se apresentam como sistemas de equacdes diferenciais acopladas.
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&€x Na analise de vibracdes mecanicas, quando se tratam de massas associadas que estao em movimento
de rotacao, as técnicas de solucao matematica seguem principios analogos aos aplicados em
movimentos de translacao, porém adaptadas as caracteristicas proprias dos sistemas rotacionais.

€ A base fundamental é a aplicacdo da segunda lei de Newton para o movimento angular, onde o
somatorio dos momentos resultantes atuando sobre uma massa é igual ao produto do momento de
inércia pela aceleracao angular.

€ Nesse contexto, a massa linear é substituida pelo momento de inércia, que representa a resisténcia
da massa a mudancas em seu estado de rotacao. As forcas lineares sao substituidas pelos torques ou
momentos, e os deslocamentos lineares sao representados por deslocamentos angulares.
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&€x Na analise de vibracdes mecanicas, quando as massas estao submetidas a movimento plano geral, ou
seja, um movimento que envolve simultaneamente translacao e rotacao acopladas, as técnicas de
solucdo matematica tornam-se consideravelmente mais complexas e exigem uma abordagem
integrada que leve em consideracao tanto os efeitos lineares quanto os angulares.

&€ Nesse contexto, cada elemento do sistema possui tanto graus de liberdade translacionais quanto
rotacionais, e as equag¢des que regem o movimento devem refletir essa interacao dinamica entre
deslocamentos lineares e angulares.

€ A formulacdo matematica parte da aplicacdo simultanea das leis de Newton para a translagdo e das
leis de Euler para a rotacao, resultando em sistemas de equacdes diferenciais acopladas gque
descrevem o comportamento dinamico completo do corpo.

Vibracdes Mecéanicas ¢ .
Prof. Luiz Eduardo Miranda J. Rodrigues (é\ ,X, fﬁggﬂ:lﬁf!



&€ Um exemplo pratico de associacao de massas na analise de vibracdes mecanicas pode ser observado
no estudo do comportamento dinamico de um veiculo automotivo, especialmente no sistema
composto pelo chassi e pela suspensao.

€x Neste contexto, o chassi do veiculo € modelado como uma massa concentrada que representa a
maior parte da massa total do automodvel, enquanto cada conjunto de roda e suspensao pode ser
representado por massas menores associadas a ele.

€> Essas massas ndo estdo isoladas, mas sim associadas de forma que seus movimentos estejam
interligados, tanto no sentido vertical quanto em rotacdes associadas ao balanco do veiculo.

€ Quando o veiculo percorre uma estrada irregular, as massas das rodas sofrem excitacoes
provenientes das imperfeicdes do solo, transmitindo forcas ao chassi através dos elementos elasticos
e amortecedores do sistema de suspensao.
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& A modelagem desse sistema resulta em um conjunto de massas acopladas, onde as massas das rodas
estdo em movimento relativo em relacdao ao chassi, e esse, por sua vez, também responde
dinamicamente as forgas transmitidas.

€x Na formulagdo matemadtica, aplicam-se as leis da dindmica para cada uma dessas massas,
considerando tanto as forcas verticais quanto os momentos de inércia associados a oscilacdes como
arfagem e balanco.

€ As equacles diferenciais que governam esse sistema permitem prever, por exemplo, como o veiculo
se comportard ao passar por obstdculos ou ao trafegar em terrenos irregulares.

&€ A correta associacao das massas, seja em paralelo, como ocorre quando se consideram o0s
movimentos simultaneos das quatro rodas, ou em série, como nos casos em gue se analisa o efeito
da interacao entre o conjunto roda-suspensao e o chassi, € fundamental para determinar as
frequéncias naturais e os modos de vibracao do veiculo.
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&

Esse estudo permite, na pratica, realizar
ajustes no projeto da suspensao, alterar
rigidezes, distribuir melhor as massas ou
incluir dispositivos de controle de vibragoes,
tudo visando melhorar o conforto dos
ocupantes e garantir a estabilidade e
seguranca do automaovel.

Portanto, esse exemplo evidencia claramente
como a associacao de massas na analise de
vibracbes mecanicas nao € apenas um
conceito tedricob mas uma ferramenta
indispensavel no desenvolvimento de
solucdes eficientes na engenharia
automotiva.
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&€x Determine a massa equivalente para o sistema de massas acopladas a barra rigida articulada
mostrada na figura. Considere que a massa equivalente estara aplicada ao ponto A e que m, = 0,5 kg,
m,=0,5kg, m;=0,75kg,/;,=0,5m,/,=1mel;=1,5m.

Ponto pivd m m m
G@‘/ g @ E

3
|A B C !
1

A A A

I3 -
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& Admitindo pequenos deslocamentos angulares
da barra, as velocidades das massas m, e m;,
podem ser relacionadas com a velocidade da
massa m, da seguinte forma:

€ Massam,: ) X; =-'X

& Massam, Emmm) X3=7'X
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€x Como a posicao da massa equivalente deve

coincidir com a posi¢dao da massa m,, tem-se
uma relacao direta entre as velocidades:

€ Massam,,: ) X.q =%

&€x lgualando a energia cinética do sistema de

trés massas com a do sistema de massa
equivalente, obtém-se:

1 o, 1 ol L e e
E-ml-x1+§-m2-x2+§-m3-x3=§-meq-xeq
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& Substituindo as velocidades, obtém-se:

I o oY
E.'rnl.xl_|_§.'rn2. E.xl +§.m3. E-xl —
2 2
1 . 1 [, . 1 l5 ,
E.'rnl.x%_|_§.7fn2.<z> .x12+§.m3.<a) .x12=
2 2
1 L I3 1
it e (2 ame(2) | =502
2 2
L, Iy
m1+m2- l_ +m3‘ l_ =meq
1 1
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. 2
L] meq L] xl

&x Portanto:
1L\’ 15\
ml‘l‘mz'(i) +m3'(i>]

& Substituindo os valores fornecidos:

=10,5+0,5 5 2+075 15’
Meq = S 2BEE AN TE ' 0.5

Meq = [0,5 + 2,0 + 6,75]

Meq = 9,25 kg

t .
& engnrasit

AAAAAAA

be——



&€x Determine a massa equivalente para o sistema de massas de translacao e rotacao acopladas em um
sistema cremalheira e pinhao conforme mostrado na figura.

Pinhdo, momento de inércia de massa Jy

= #— -
Cremalheira, massa m *
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&x Considerando a massa m, com velocidade de &€ Caso 1 — Massa Equivalente de Translacao:
translacao x, acoplada a outra massa (de
momento de inércia J,) com uma velocidade
rotacional 6, conforme mostrado na figura,
tem-se que essas duas massas podem ser

&€x Nessa situacao, a energia cinética das duas
massas € dada por:

associadas para se obter uma uUnica massa T=1°m-3€2+1-]0-92
equivalente de translagdo (m,,), ou uma Unica 2 2
massa equivalente de rotagdo (J,,).

Pinhio, momento de inércia de massa J; € A energia cinética da massa equivalente é

dada por:

Cremalheira, massa m
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&x Aplicando a conservacao da energia cinética
(T = Teq), tem-se que:

1 S .
E.'rn.xz_|_§.]0.92:i.rneq.xezq

& Considerando x,, = x e 6 = x/R:

- ] )" 1 >
E.*rn.x +§.]O. E :E.meq.x

1 1 x2 1

.2 .
—m-+Xx +§.]0.ﬁ_§

2
> il 9 50
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€x Portanto: mmmm) m., = (m+}];2)

€ Caso 2 — Massa Equivalente Rotacional:

&€x Nessa situacao, a energia cinética das duas

massas é dada por:
1 1

T=E'm'56'2+5']0'92

&€ A energia cinética da massa equivalente
rotacional é dada por:

1 »
quz']eq'ee




&x Aplicando a conservacao da energia cinética
(T = Teq), tem-se que:

1 : 1 : 1 :
Eomoez .RZ —I—EOIO 002 =50]eq 002
1

T 1 |
E.'rn.xz_|_E.]0.02=E.]eq.982q

1 . i [
5'02'(m'R2+]O)=§'92']eq

€ Nessa situacdo 0,, = e x =0 - R:

&x Portanto:

—om (6 R e for 62 =2 - 7
7 2 o =7 Jea Jeq =Jo + (m - R?)
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