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Elementos de Molas



€ Elementos de Molas;

& Associacdo de Molas.
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&€ Uma mola linear é um elemento mecanico que possui a propriedade de deformar-se elasticamente
guando submetida a uma forca e, apds a remocao dessa forca, tende a retornar a sua configuracao
original.

€x A principal caracteristica de uma mola linear é que a forca exercida por ela é diretamente
d
proporcional a deforlnagéo sofrida, obedecendo a chamada Lei de Hooke.

&€x Essa relacao linear é valida dentro dos limites elasticos do material que constitui a mola, isto é,
enquanto a deformacdo ndo ultrapassar o ponto em que ocorrem alteracdes permanentes na
estrutura do material.

Vibracdes Mecéanicas ¢ .
Prof. Luiz Eduardo Miranda J. Rodrigues <@ EngBra SA{I{

EDUCAGAO E ENGENH



Tensdo

Forga (F)

rl
’
’
Limite de

escoamento, A

Deformacéo

Limite de
escoamento, A

Deformacéo (x)

&x De acordo com a Lei de Hooke, a forca F exercida por uma mola linear é diretamente proporcional ao
seu alongamento ou compressao x, medido em relacado a sua posicao de equilibrio, e o
equacionamento dessa forca é expresso por:

F

* X

&x A constante k depende das propriedades do material e da geometria da mola, e determina o quao
resistente a mola é a deformacao, ou seja, quanto maior o valor de k, maior sera a forca necessaria
para provocar um determinado deslocamento.
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&x O trabalho realizado pela forca da mola ao longo de uma deformacao também pode ser determinado
a partir dessa relacao fundamental.

€ Considerando que a forca varia linearmente com o deslocamento, o cdlculo do trabalho U realizado
pela mola quando ela é deformada de uma posicao inicial x = 0 até uma posicao final x corresponde a
area sob o grafico da forca em funcao do deslocamento, que possui a forma de um triangulo.

&€x Assim, o trabalho realizado pode ser obtido pela integral da forca em relacao ao deslocamento,
resultando na expressao:
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&€x Elementos elasticos como vigas também se comportam como molas.

€x Por exemplo, considere a viga em balanco com uma massa m em sua extremidade conforme
mostrado na figura.

" Txm " Tx{f)

(a) Sistema atual (b) Modelo com um tnico
grau de liberdade
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&€x Pela Resisténcia dos Materiais, sabe-se que a deflexao estatica da extremidade livre da viga é dada
por:
w3

Sp = ———
St 3 E-.]
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&x Relacionando com a equacao da mola, pode-se escrever que:

= — :

x(1) " 0
< ! > T —l}

(a) Sistema atual (b) Modelo com um tnico

& W = Peso da massa m;
E = Modulo de Elasticidade;
| = Momento de Inércia da Secao Transversal da Viga.

L
3
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&€ As técnicas de associacdo de molas na analise de vibracdes mecanicas sao fundamentais para
modelar e compreender o comportamento de sistemas elasticos compostos, nos quais multiplas
molas atuam simultaneamente para resistir a forgas aplicadas.

€ A associacdo de molas pode ocorrer de duas formas bdsicas: em série ou em paralelo, e cada uma
dessas configuracdes resulta em diferentes caracteristicas dinamicas que afetam diretamente a
rigidez total do sistema e, consequentemente, sua resposta vibratoria.

& A escolha da configuracdo e o cdlculo da rigidez equivalente sdo etapas essenciais na simplificacdo de
sistemas reais, permitindo que modelos complexos sejam analisados de maneira mais eficiente por
meio de métodos matematicos.
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&€x Na associacao em série, duas ou mais molas sao conectadas de modo que a forca aplicada atue
sucessivamente sobre cada uma delas, resultando em um deslocamento total que € a soma dos
deslocamentos individuais de cada mola.

€x Nesse caso, a rigidez equivalente k., do sistema é calculada a partir da inversa da soma das inversas
das rigidezes individuais, seguindo a expressao:

1_1+1+1+ +1
keq kl kz k3 kn

€ Essa configuracdo resulta em uma rigidez equivalente inferior a menor rigidez entre as molas
associadas, tornando o sistema mais flexivel e, consequentemente, mais suscetivel a deslocamentos
maiores sob uma mesma forca aplicada.

&€x Esse tipo de associacao é comumente encontrado em sistemas onde a distribuicao da deformacao ou
o isolamento de vibracoes é desejado.
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&€ Na associacado em paralelo, as molas sdao dispostas de modo que todas se deformem
simultaneamente sob a acao da mesma forcga, dividindo essa carga entre si.

€x O deslocamento € igual para todas as molas, mas a for¢a total aplicada é a soma das forgas resistidas
por cada mola.

&€x Arigidez equivalente neste caso é obtida por meio da soma direta das rigidezes individuais, ou seja:
keq = k1 + kz + k3 +---- +kn
€ Assim, a associacdo em paralelo resulta em um sistema mais rigido do que qualquer uma das molas

isoladas, reduzindo os deslocamentos sob uma mesma carga.

€ Esse tipo de configuracdo é frequentemente utilizado quando se busca reforcar a estrutura ou
aumentar a capacidade de suporte de carga sem comprometer a estabilidade vibratoria.
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&€ Além das associacdes puras, muitos sistemas mecanicos envolvem combinag¢des mistas de molas em
série e em paralelo, exigindo um tratamento analitico mais elaborado para a determinacao da rigidez
equivalente.

€x Nesse contexto, a aplicacdao sistematica das técnicas de associacao permite decompor o sistema

complexo em subsistemas mais simples, cuja rigidez pode ser calculada de forma sequencial e
organizada.

& Portanto, as técnicas de associacdao de molas sao ferramentas fundamentais na engenharia de
vibracdes, proporcionando uma base teodrica solida para o desenvolvimento de modelos precisos e
para a elaboracao de solucdes eficientes em diversas aplicacdes industriais e estruturais.

Vibracdes Mecéanicas | ¢ .
Prof. Luiz Eduardo Miranda J. Rodrigues <@ EngBra SAI{

EDUCAGAO E ENGENHARI



&€x O entendimento dessas técnicas de associacao é indispensavel para a analise de sistemas vibratorios,
especialmente na determinacao das frequéncias naturais e dos modos de vibracao.

€x A rigidez do sistema, diretamente influenciada pela associagao das molas, afeta a frequéncia natural
segundo a relacao mostrada na equacao a seguir. Onde m é a massa associada ao sistema.

€ Assim, a escolha adequada entre associacdes em série ou em paralelo permite o ajuste fino das
caracteristicas dinamicas do sistema, viabilizando o projeto de estruturas e mecanismos que operem
de forma segura, eficiente e conforme os requisitos especificos de desempenho vibratorio.
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&€ As molas sao componentes fundamentais para garantir a seguranca e estabilidade dos trens em
movimento.

&€ Elas sdo responsaveis por absorver choques, manter a estabilidade em alta velocidade e reduzir a
vibracao dos vagoes.

& As molas ferrovidrias possuem uma grande capacidade de carga e durabilidade, e por isso sao
utilizadas em larga escala nos sistemas ferroviarios.

&€x Os trens, em geral, possuem dois tipos de molas: as molas helicoidais e as molas planas.

€x As molas helicoidais, como o prdoprio nome indica, possuem um formato espiral e sao comumente
utilizadas na suspensao dos vagoes.

€x Ja as molas planas sao utilizadas em outras partes do trem, como nos freios e nos truques.
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& O feixe de molas utilizado em caminhdes e veiculos pesados configura-se, do ponto de vista
mecanico, como um sistema de associacao de molas em paralelo.

& Esse tipo de associacdo ocorre porque as laminas metalicas que compéem o feixe sdao dispostas uma
sobre a outra, de modo que, quando o feixe é submetido a uma carga, todas as laminas sofrem
deformacdes simultaneas, compartilhando o esforco de sustentacao e absorcao das forcas aplicadas.

€ A deformag¢ao ocorre de maneira semelhante em cada lamina, respeitando as caracteristicas
geomeétricas e materiais individuais, mas contribuindo conjuntamente para a rigidez global do
sistema de suspensao.

€x Assim, a forca total aplicada ao feixe corresponde a soma das forgas resistidas por cada uma das
laminas, caracteristica tipica de uma associacao em paralelo.
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& Essa configuracao é essencial para o desempenho do feixe de molas, pois proporciona uma rigidez
estrutural elevada, fundamental para suportar grandes cargas, como é requerido em caminhdes e
veiculos de transporte pesado.

€ Ao mesmo tempo, a associacao em paralelo permite certa flexibilidade do sistema, possibilitando que
o feixe atue como um elemento de amortecimento que absorve parte da energia vibratoria
resultante do contato do veiculo com superficies irregulares.

€ A rigidez equivalente do feixe é determinada pela soma das rigidezes individuais das laminas, e a
adicao ou remocao de laminas modifica diretamente a capacidade de carga e o comportamento
dinamico do sistema.
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&x A escolha da associacao em paralelo no projeto do feixe de molas deve-se a necessidade de combinar
resisténcia, durabilidade e eficiéncia na dissipacao de vibracdes.

€ Enquanto sistemas de molas em série oferecem maior flexibilidade e maiores deslocamentos sob
carga, eles ndao sao adequados para aplicacdes que exigem alta resisténcia e controle preciso de
deformacdes, como no caso do transporte de cargas pesadas.

€ Assim, a associacao em paralelo se apresenta como a solugao mais apropriada, assegurando que o
feixe de molas atenda as exigéncias funcionais e de seguranca dos veiculos comerciais.

€ A analise dessa associagao € fundamental para o dimensionamento correto do sistema, a fim de
evitar falhas estruturais e assegurar o conforto e a seguranca na operacao do veiculo, especialmente
em situacdes que envolvem intensas solicitacoes dinamicas e vibragoes.
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plo Pratico - Feixe de Molas em Cami
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&x A figura mostra o sistema de suspensao de um vagao ferroviario de carga com um arranjo de molas
em paralelo. Determine a constante elastica equivalente da suspensao se cada uma das trés molas

helicoidais for fabricada em aco com um modulo de elasticidade transversal G = 80 GPa e tiver cinco
espiras efetivas, diametro médio do enrolamento D = 20 cm e diametro do arame d =2 cm.
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& A rigidez para uma mola helicoidal
determinada da seguinte forma:

o d*- G
 8-D3-n

&x Portanto:

(0,02)* - (80 - 109)

k=8 0275

k = 40000 N/m
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€ Como as trés molas sdao idénticas e estao

associadas em paralelo, a rigidez equivalente
do sistema sera:

keq = k1 + ks + ks
keq = k+ k+k
keg =3k
keg = 3-40000 =) k., = 120000 N/m
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€x Determine a constante elastica torcional do eixo de hélice em aco (G = 80 GPa) mostrado na figura.

SRR
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&€ Para a solucao do problema é necessario
considerar os segmentos 1,2 e 2,3 do eixo
como uma associacao de molas em série, pois
pode-se verificar que o torque induzido em
qualguer secao transversal do eixo € igual ao
torque T aplicado na hélice.
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&€x Para um eixo vazado, o momento polar de
inércia J é dado por:
- (D*—d*%)
- 32
&€ A constante elastica torcional para um eixo
vazado é determinada da seguinte forma:

6
il

k

&€x Portanto, combinando-se as duas equacdes:
k—G - (D*—d*b)
o 3k
k_n-G-(D4—d4)
E 321
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&x Para o segmento 2,3, tem-se que:

K g TG - (Dz,s4 - d2,34)
L3 32 1 12'3

7+ (80 - 10°) - (0,25% — 0,15%)
Kiz3 = 2T - -

k¢z3 = 89012 - 10° Nm/rad
&€x Para o segmento 1,2, tem-se que:

y _n-G-(DLZ“—dLZ‘L) € Como o sistema estd associado em série, a
el 321, rigidez equivalente serd:
. m - (80 -10%) - (0,3* — 0,2%) 1 1 1
t1,2 — =
’ 2.2 = r
3 kieq  kerz  keos

k12 = 25,5255 - 106 Nm/rad
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1 1 » 1 25,5255 -10°-8,9012 - 10°

— -
Kieq keiz  Kezs téd = 25,5255 106 4+ 8,9012 - 106
€ O minimo multiplo comum do termo direito Kteq = 6,5997 - 10° Nm/rad
da equacao é:
keyo - k TN\
t1,2 t2,3 / \]
&€ Portanto: ; y ’ \ /
/___:__1 ______ !
1 ket keags _1;,__]-*_“%19?‘ m—;l'-ﬁit"iﬁiﬁl}- B
kteq  Ke12 ki3 T [T
“ A IIE!

- 2m -l im -
k m kt1,2 ’ kt2,3 /
A ki12 + Kez3 _
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&€ Um tambor de icamento equipado com um cabo de aco € montado na extremidade de uma viga em
balanco como mostrado na figura. Determine a constante elastica equivalente do sistema quando o
comprimento de suspensao do cabo é /. Admita que o diametro efetivo da secao transversal do cabo
é d e que o modulo de elasticidade da viga e do cabo é E.

, N
] )
L i i

d—l‘--‘i—

v ] [w]
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&x Para uma viga em balanco, a constante elastica é dada
por:

&€ O momento de inércia da viga é dado por:

1
——.q-t3
L 12 o
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&x Considerando as dimensdes mostradas
na figura, pode-se escrever que:

3.E.1_12.a.t3
k., =
b b3
_3-E-a-t3 et

ky =

12 - b3 -~ 4 - b3

&€x Para o cabo de secao circular com
carregamento axial, a constante
elastica € dada por:

. - d? B
k, = — —> k, = %
m-d?-E
-
&> engnrasit



&€x Visto que tanto o cabo quanto a viga estao
submetidos a mesma carga W, o sistema pode
ser modelado como uma associacao de molas
em série, portanto:

w
1 _1. 1
keq kb kr
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keg E-a-t3 m-d?-E
4. b3 41

1 4-b3 41

kequ-a-t3+n-d2-E

€ O minimo multiplo comum do termo direito
da equacao é:

E?-a-t3-m-d?
& Portanto:

1 _E-m-d¥-4.b2-RE-0 el
keq_ E?-a-t3-m-d?
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1R T d B heEE ERlaN- t° - 4 - |

Keq E?-a-t3-m-d?
s | . g2 y ! I{Hvﬁ.‘l‘—d— MJ
—k 1 i |
E-m-d?-4-b®+E-a-t3-4-1 e + = |
N b "| La

E2.q-t3 - d? _
4-E-(m-d?-b3+a-t3-0) d—[—

Keq =

. _E Toa-td d?
€= 4 \m-d?-b3+1-a-t3
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€x 1. Determine a constante elastica equivalente do sistema mostrado na figura.

LA A A
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€x 2. Uma mola de constante elastica k; = 24 N/m é associada em série a uma segunda mola de
constante eldstica k, = 45 N/m, que esta conectada a uma parede rigida na outra extremidade,
conforme mostra a figura a seguir. Uma pessoa aplica uma forca F a uma primeira mola, distendendo-
a em 15 cm relativo ao seu comprimento nao deformado em equilibrio. Calcule a distensao da

segunda mola, em cm.

0000 ——0000——>

NOAANNDN
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€ 3. Um sistema com molas é montado conforme mostrado na figura a seguir, onde a constante elastica
de cada uma delas é, alternadamente, 10 N/m e 20 N/m. Determine o valor da constante eldstica
equivalente do sistema, em N/m.

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL L e

20
10

20

10
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€x 4. Uma massa de 0,50 kg esta presa na extremidade de um sistema formado por duas molas em
paralelo, conforme mostra a figura a seguir. As molas sao idénticas, de constante elastica e massa
desprezivel. A outra extremidade do sistema esta fixa em um apoio de teto de modo que o sistema
fica verticalmente posicionado. A massa é lentamente solta da posicao de relaxamento do sistema, a
uma altura H = 12 cm do plano de uma mesa, até que figue em repouso. Determine a que altura h da
mesa o sistema atingird novamente o seu ponto de equilibrio estatico. Considere g = 9,81 m/s.

H

ﬁj%
=

¥ ¥
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€ 5. Um sistema é constituido por molas de constantes k; e k,, respectivamente, barras de massas
despreziveis e um corpo de massa m, como mostrado na figura. Determine a frequéncia natural desse

sistema.
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